. ,i 5 m’ P Tn.
_ ’ La

&Efero
o s st
columna, cuya forma, dimensiones Y

cargas, se indican en la figura 11.8 estd formada
por un cilindre hueco de acero de 10 em de radio inte-
rior y 40 em de radio exterior, Este aceto tiene un mo-
dulo de olasticidad de valor E=2,1- 10¢ kg/em? y una
tension admisible de valor 0y, = 2400 kg/em?. El

hueco se rellena de un harmigén de médulo de elasticl:
dad E = 21" 105 kg/cm? y de tension admisible oy 4., =

=160 kg/cm?, de tal manera que Se supone que hor
- migon y acero trabajan solidarfamente unidos.

Sobre el ge del cilindro conjunto, actia una fuerza
de P Tn.

Se pide: Prescindiendo de las deformaciones trans:
versales (novmales al gje del cllindro) hallar:

1.%) Esfuerzo axil que actiia sobre cada materlal.

2.9) Acortamiento total del cilindro.

3.%) Méaximo valor de P que puede soportar la pieza. Fig. I1-B

Resolicion:

o Puesto que se supone que el hormigdn 'y el acero estdn solidariamente unidos, la fuerza de
10 Th ha de producit el mismo acortamiento en el hormigén y en el acero, luego, como ambas
cilindros tienen la misma longitud, se cwnplivd:

€, €2y

v seqin la ley de Hooke:
Oz, _ %2p
E. Ep

obien: 0,, =100z,

Es decit, la igualdad de deformaciones nos proporclona una relacion entre la tensién en
cualguier punto del acero y cualquier punto del hormigén, Pues bien, si consideramos uno de los
materiales, por ejemplo, el acero, podemos razonar de la sigujente manera:

La maxima tensién a que puede trabajar el acero es ala admisible, es decir, a 2400 kgfem?,
Pero st et acero trabaja a 2400 kgfcm?, el hormigén, por la relagion anterior ha de trabajar a
240 kg/em?, cosa que ea imposible puesto que su tension admisible es 160 kg/ecm?, Por lo
tanto, no tenemos mds remedio que desperdiciav parte de la capacidad resistente del acero.
Aprovechando al maximo el hormigon, que es lo més que podemos hacer, lo haremos trabajar,
a 160 kgfem?, con lo que el méximo esfuerzo axil que puede absorber es

P, =160+ 10? = 50.256 kg = 50,256 Tn.

C'omo el acero trabaja a 1600 kg/em?; el axil que puede absorber el acero es
P, = 1600 * 7 (40? — 10%) = 7538,4 Tn.
Por tanto, el maximo esfuerzo axil que puede soportar toda la pieza, serd:

p=P, *+ P, = 7588,656 Tn.

El acortamiento total de la pieza serd el que tenga el acero, © bien, el que tenga el hor-
nigéit. Trabajando con este Gltimo tenemos:

_ _ Oz, _ 160 _ _
AL—GZh'L— E LT ms '100—8;'102(:”].
*

| Ejercicio.2.%)

La barra ABD de la figura II-9 tiene rigidez infinita (no se defotma eldsticamente y,
por tanto, s¢ comporia como un solido 1igido de Mecdnica). Las bavras CB y ED son de acero
ded cm? de seccion, de 2 - 108 kgfem? de modulo de elasticidad y de tonsiones admisibles:

0, qm (BC) = 2400 kgfem? ; O,am (ED) = 2000 kofom?




{€

En el punto medio de BD existe una - g
carga vertical y hacia abajo de P Tn. ’ E T
Se pide: L 4 m em.
1.°} Maximo valor de P que puede so- . A
portar la estructura. } 7@7‘ -t~
2.°) Angulo girado por la barra AD ’ .
m.

cuando el valor de P es el obte-
nido en el apartado anterior. ;

Rasolucidn:
Ffg. 119

La carga P produce un givo en sen-
tido horario en la barra AD {que giva, pero no se deforma, quedando pot lo tanto rectal,
a costa de producir un acortamiento en la barra BC y un alargamiento en la barva ED. Despuds
del movimisnto de la barra AD, Ja estructura quedard de la forma representada en la figura 11-10,
de tal forma, que por semefanza de tridngu-

los obtenemos: 4

A A
6 4
ohbien: A, =1,64,.
Por otra parte, las deformaciones unitarias
de las barras serdn: (trabajando en metros)

A
2

2
gy = = ¢
2 2: t

Fig. 11-10
¥ puesto que ambas barras tienen ¢l mismo médulo de elasticidad, resulta:

luego €3 =16¢, y seqin la ley de Hoake,

ag; = 1,60y

E] valor mdximo de P lo obtendremos con Ja condicién de que, al menos, una de las dos .
barras trabaje a la tensién admisible, iSila bavra BC trabaja a la tensidn admisible; es decir,
a 2400 kg/em?, la ED tendria que trabajar (seqin la tiliima relaclon de tensiones obtenida)
a 3600 kafom?, cosa que 1o es posible puesto que su tensidn admisible es de 2000 kgfom?.
Luego dicha barra £D trabajard a 2000 kg/cm? v la barva BC a 1333,333 kg/om?2.

Por tanto:

Sobre la barra BC actia una fuerza de compresion de valor:

1333,333 ' 4= 633333 kg=5,33Tn,

Sobre Ia barra ED acta una fuerza de traceldn de valor:

2000 - 4 = 8000 kg =8 Tn, T

Por el principio de accidn y reaccidn, las fuerzas que actiian sobre Ja barra AD serdn las re-
presentadas en la figura I1:11, y como s trata de un solido rigido con un punto fijo, la condicién
de gquilibrio da:

8:6—P 6-+5633-4=0 . s1n.
A ' B
de donde:
P= 13,864 Tn. 7%7, |5133 ™ | P Tn.
Para hallar ¢l dngulo givado por la barra AD, Fig. 1111

no tenemos mds que hallar &, 6 A;. 8i lo ob-
tenemos a partir de A, tenemos:
A s op =01 - 1333333 0.
1 b=l rveTTS 200=10,1333 cm.

Luego el dngulo girado por la barra AD, serd:

A~ 0,1333
= =0,333- 10-2
e 40 333+ 10-% radlanes.

&




En la estructura formada por tres barras artiouladas en sus extremos ¥y repressntada
en la figura 11-12, las barras laterales tienen uia

seccion de 5 em?, un mbdilo de elasticidad f—m: R &,

de 2-10°% kgfern? y una tensién admisible de
2200 kg/em?. La barra central tiene wna seceion
de 8 cm?, un mddulo da elasticldad de 2106
kgfern® y una tensidn admisible de 2000 kgfem?.

Se pide:

1.°) Méximo valor de P que puede soportar
1a estructura,

2.%) Corrimiento vertical del punto A, para
este valor maximo de P,

P
Fig. 11112

Resoluglén:

Vameos a comenzar, como en los casos anterlores, por hallar una relacién entre Ias tensiones
4ue actian sobre cada batra y para ello hemos de obtener praviamente una relacion -entre las
deformaciones. El punto A (flg. II-12) tendrd, como consecuencia de la actuacién de la catgi
P un descenso vertical valor A, desconoeide {fig. 11-13 {a)), con lo que las barras laterales,
habrédn experimentado un alargamiento, de valor:

A=A cos48° = A- 0,707

La deformacién unitaria de las barras laterales serd:

l._b
[

€ =

4,
L 4

LN
S
o1
:
[=7]
[49]
[=>}

La deformacién wnitaria, de la barra central serd:

s A
4
luego se cumple: .
A _A-e707  A-p707 4 .
Gy B e = r = L Y-
'" 5666 5866 5656 4 ¢ 08

y como los médules de elasticidad son iguales para vodas las barras, resulta:

gr=05bg

Por tanto, por el mismo razonamiento que hicimos en los problemas anterlores, la barra
central trabaja a 2000 kg/cni? y las Jaterales a 1000 kg/om?. Las acciones que of nudo A
ejercerd sobre ellas sevdn:

Sobre las barras laterales, una traccion de:
1000 - 5= 6000 kg= 6 Tn.
Sobre la barra central, una traccién da:

2000 - 8= 16000 kg= 16 Tn.

LLLLLILLOE 2 2L LELELE LS 28 LS AL S # &,
B [ D 5Th. 459 45¢ &Th,
45° 48°
. A
&g S : \\\Al
Vi
o/ N,
A <\ 4 S
Y < -
\ s P
\\‘!‘// L ay
) Fig. 11-13 (a) Fig. 1113 (b)

E1 equilibrio del nudoe A {fig. I1-13 (b)) da:

P=‘[6+2*5'%=23,07Tn.

El corrimionto vertical de A serd:

=g Lae=9 |, .= 2000 o0
!’VA [ LAC = LAC 2106 400 0,4 tm,
*

Soupn s i e s




;- . i go
En la estructura representada en la figura II-14, las bareas laterales tienen un coeficiente
de dilatacion térmica, de valor:

@ =10-* ¢°!

mientras que la barra central tiene :
ay = 1076 g° -1

El conjunto se somete a un fncremento de temperatura de valor

AT =100°C

LA L L L P LLLLL LY

A

Fig. 11-14

Se p_ide:
1.°) Esfuerzos en cada barra.
2.°) Corrimiento vertical del punto A,

Las secciones de todas las barras son 2cm? y el médulo de elasticidad es para todas las
barras:. E=2+ 106 ka/em?. :

Resolucién:

Si- aislamos el punto A, cada una de las barras que concurren on 4t gjercerd una accién,
segun la direccion de cada barva y de tal manera
que el punto A, esté en equilibrio. Por sime- I E
tri'a sabemos que las acciones de las barras late- P8
rales sobre A, seran iguales. Si establecemos el

equilibrio de dicho punto fig. 1I-15), ob- F F
tenemos: S . \ b
2'F; +cosB0°+Fy =0 80 50
o bien:
Fl + FQ = O
" A
que es la unica relacidn de estdtica que pode- Fig. 11-15

mos aplicar v que si bien nos da una relacién
eiitre F; y Fa, no nos da el valor de ninguna de ambas fuerzas. Tenemos pues, que recutyir a
condiciones de corrimientos para obtener sus valores.

Si obligamos a que el comimiento vertical del punto’ A, como perteneciente a la barra
AC (fig. 11-14), sea igual y del mismo sentido que el cortimlento vertical de A, como. perte-

neciente a las barras AD y AB, tenemos la relacidn que nos falta.
El corrimiento verlical de A, como pertenecient_eé la barra AC, sevd (fig. I1-16):

a) debido a la fuerza F, (trabajando en kq y em);

lA':E " :2 =_Fg.. :_F7.400 .
¥R T 6 bac= g Lac=gg bae = g5 omi
AT=100°C ,
b) debido a la temperatura
A B
YAT=0y Lpg AT =10-6 - 400-100 =4+ 10-2 ¢m.
7]
Por tanto, el total serd:
Fig, 11-16

VA =Fy*107% + 4102 ¢m.




Vamos ahora a obtener el corrimiento vertical d i
; e A, como perteneciente a las barras AD
y AB (fig. II-17). P o

Razonando igual que antes, tenemos:

vae _ F1r L
AA=A1:ﬁR.§.al Lap AT =

F| - 800
— A -+ -4 . . =
2rigeg T 107 +800- 100

=2F,; 101 4+ 8cm,

Por tanto, como:

N . A cos 60° = A vesulta:

Fig, 11-17

Ay =2 =4 F 10"+ 16
fqualando ambos corrimientos verticales, queda:
Fp 1074 +4-102 =4F, - 10-4 + 16
0 bien: :
£y +400=4F, + 16+ 104
ec:uacrién, que con la de la estdtica Fy + Fy = 0, obtenida anterlormente, nos da:

Fi =—31920kg=-3192Tn
F,=31,02Tn

Como Fy sate.negativa, quisre decir que va en sentido contrario al dibujado en la figura I1-16,

Por tanto, las barras laterales trabajan a una compresién de 31,92 Tn y la central a una traccién
de 31,92 Tn. ' '

El corrimiento vertical del punto A en la estructura real (toméndolo, por comedidad,
como pertenaclente a la barra AC), sera:

IVy=31,92:10% 1070 + 41072 = 3,232 cm.

*
q Gisreiviod,” .
El tronco de cono, cuyas dimensiones se indican en la figura 11-18 tiene un peso especifico
de valor: ;
4=25 Tn/m? {0.Tn.

y un modulo de elasticidad, A

B
|
E=2"105 kglem? |-___em__.1

Descansa sobre un plano, por s 3m.
cara CD.
Se pide: C { B
Acortamiento total del tronco de RTCLETTT LT XL LA EECTLLS LT L
cono. {_ ‘ 4m. i
Flg, 11-18

Resolueidn:

La cavga puntual de 10 Tn y ol peso proplo influyen en el acortamiento. Como el peso que
actiia por encima de cada seccidn varia, vamos a considerar el acortamiento total, como
suma de los acortamientos de los infinitos elementos diferenciales, como el A’B'C'D’ de la

figura II-19. i
Sea Spp €l drea de la seccion AB y /l N\
"By, la de la seccidn A'B’, El volumen / : % H
limitado entre AB y A’B’ serd: _ // IH \\
AL | \ B

_1 1
V=38 (H+x) ~58an H

2

%
Pero por semejanza de triangulos: A ) B'. LI
Y g PLLLLLLL LS LEN dx

H =8 dadonde H=3m. I .
S»I'H H . i
Y 777777 g A
TITIE7
Por otra parte, el radio r, de la ,(ﬁ S A = //:,‘//
sacolén Sy lo obtendremos mediante Fig. 11-18 '\
la relacion: Lf

fx = L luego rxﬁ3+x

3+x 3 3 : '




Ao

En definitiva sera:

_1 3+x : 4 1_ g = Mﬁ‘]
V—-gfr( 3 ) (S%x)ﬁ—avr.a 'n[ 7

El peso de este volumen serd:

@, ’-2,5
2.

Py =a

" Luego el peso total que Incide sobre la superficie A'B' sera:

- '_(3““"3.4 1265410
S Y

El acortamiento que esta accion eferce sobra la rebanada A'B'C'D’ serd: -
3
[w [M =1 5+-10] dx
e=PrOx_ Pdx _ 27 o :
- TE.g. e | 2
Efl E-S, E"ET(-:—B-‘-—E)

Integrando desde x = 0 hasta x = 3, tenemos ¢l acortamiento total de la pleza
. A=6,1+ 10" metres.

*

oA,

Las barras AA’ y CC' de la estructura de la figura [1-22 tienen una seccion de 6 cm? y
médulo de elasticidad de 2 - 105 kg/em?, La barra BB’ de la misma estructura tiene una seccion
de 4 em? y mddulo de elasticidad de 2 - 106 kg/cm?.

Laa barra horizontal ABC es infinitamente [ A= ! 4m. |

rigida y sobre ella actia una fuerza de 10 Tn. .t .
Vild & Y B PP LSS
Se pide: . . O |
A B ¢

Esfuerzo que actia sobre cada una de las
tres barras verticales, ; : 2m,
.Resolucién: . A OB c

- Como las deformaclones en las tres barras
han de ser iguales, resulta:

10 Th.
. Oan _ Uger _ .
€anr™ B €cer Fig. 11-22
AA cc!
- Ups
Gpg' =
Egg

lgualando y sustituyendo los valores de los médulos de elasticidad:

Caps = Oam . Oeen .
2-105  2-105 ©¢

- . Upa
Coer = 2108

Osp = 100pn:= 100gc
Como, por otra parte, por equilibrio de la barra horizontal ha de cumplirse:

Oint* Sapr + 0gp Qg + Occe * $dcer = 10.000 kg




o bien:
UAF\' G+ UBB' 5+ UCC' 4 = 10.000 kg

resulta: :
Oapn'=0ge' = 192,308 kg/cm?

Uggr = 1923,08 kg/em?

Por tanto, la fuerza que actlla sobre las harras laterales, serd:

Py =182,308 - 6 = 1163,848 kg

v la que actla sobre la bavra central, sera:

- P, =1923,08 - 4=7692,32 kg.

*

M - |
En la pieza de la figura II-23, las cargas actGian segiin la direccion del eje, La seccién A tlene
un drea transversal de 3,2 em? y médulo de elasticidad 1,1+ 10¢ kg/em? ; la seccion B tiene un

drea transversal de 6,4 cm? y médulo de elasticidad de 2,1 +10% kgfem? y la seccién G tiene
un drea transversal de 2,6 cm? y méodulo de elasticidad de 0,98 - 108 kglcm?. .

Se pide:
Alargamiento total de la pieza,
20 om. 3Cem 18 em
T "
900 Kg ——==| [ ~=—3600Kg. LR ——=— 4.800 Kg.
A, : c
B
Fig. 11-23

Resolucidn:

Tomando los alargamientos coq signo positivo, y los acortamientos con signo negativo y
aislando cada uno de los tres trozos%ponieﬁdo las acciones que el resto de la pieza produce sobre
ellos), obtenemos: ‘ '

g 900 20 2700-30 _ , _ 4500:18
32:1,1-10°  64-21-108 2,6-0,08 100

=0,34 em.

*

barras tienen la misma seccién transversal y | Ofom._,  osom
el mismo médulo de slasticidad. : { L
Sépide.‘ . IOV /6‘////////////-’

Esfuerzo en cada una de las barras.

‘Resolucidn:

Por ser del tipo de los resueltos anteriormen.
te, el lector comprobard que la solucidn es:

FBD =2,223 Tn, ‘
FAD =Fep = 1,423 Tn.

45 n,
Fig, 11-24

15



b) =

- Una seccidn de una viga, cuya for;ma y dimensiones se indican en la figura I11-27 estd some-
: aa ug momerlﬂo flector |\ |aplicado en_ el centro de gravedad O de la seccién y que
orma 45° con el eje Ox, y de tal forma quer| {=10mTn. !

Se pide:

1.°) Valor y sentido de la tensién normal en-lo.s puntos |, G,
1.°) Ecuacién de la fibra neutra,

P ;
4.°) Puntos de mdxima tensidn normal,

Resolucion:

La tensién en un punto cualquiera la obtendrempes aplicando la expresion [11-10], donde

V2

Mx': 10 '—?“ ='7,07= My

Ademds tendremos que determinar los momentos de inercia lx, ly, ¥ ¢l preducta de inercla
Ixy: de tal forma que, si éste es nulo, los ejes Ox, Oy son principales de inercia:

Vamos a gomanzar por los momentos de inercia: ’ ',{.
o f
_20- (1201, o _ 80-20% ey .
“K)DEGF”_‘T i xyay = xd asoc = BEVEE k8020 (60)% ;
3 .
Por tanto |x=3°—i11§—01~ +2 @0—1-,-2203 +80 20 (50)3] = 10,086+ 106 cm
120203 _ 2080 . )
Uylpear =75 ! Uyhyair = Wasoc ™ 77 +20- 80" (601" ;
Por tanto |,=1?£1:§?23 +2 @%‘]3 + 20-80-(50]"] = 0,786 - 10¢ cm?

Vamos ahora a hallar el producto de fnercla 1yy. Para ello, sl tenemos en cuenta gue el pro-
“ducto de inercia de un rea respecto de un sistema de efes coordenados, es nulo sl, al menos,
uno de los ejes es de simetria (ésta os una condiclén suficiente pero no necesaria), resulta:

thy)pear =0

x=g0 [(y=e0 (00 60 -
('xv)naoc”“w)Hequ xydxdy=| xdx| ydy=4-10¢ cm?
o R=10 y=40 o 10 40

Par lo tanto:
’ lyy. =8 108 cm?

jx‘f = 2 XY AT
= 90,50 ( 9ox20) + O  (~q0)(-50) (0% 20
T boL
Re H:V\C—) wlo @ mmm




x L
=
s

y_Igr-- XIx?] ” MY [71}:. .
IXI7 """’-Iizf"! Ix I:?'-

o= M|

exprexiw [11-{0]

e
P

Sustituyendo los valores de M,, Mgy Ly by Ixy en la expre;sién [11-10] queda (trabajando
en cm y kq), vesulta: K A
g,=0,289 y — 0,300 x

Porconsiguieuto; las tensiones en los puntos |,C las obtendremos sustituyendo, en la expresion
anterior, las coordenadas de dichos puntos

(Uz)I 0,289 60--0,309- 90 =- 10,47 ka/em? de compresién, por resultar con signo negativo,
(Ul)c =0,289- (~10) - 0,309 ' (-40) = 9,47 kg/cm? de traccidn, por resultar con signo positivo,

La fibra neutra es la vecta:
0,289y — 0,309 x = 0

o bien:. \}= 1,037 x.

Los puntos de méxima tensién notmal, en valor absoluto, son los mds alejados de la fibra .

neutra, es decir, F y E.
*

Eferciclo™ 11

Una seccldn de una pieza consiste en la corona clreular representada en la figura 11.28,
- sometida a un momento M definido por un vector
I o que forma 60° con la dircoclén positiva del eje Ox.

I

El material tiene unas tensiones admisibles dadas
por los siguientes valores:
| ; ‘
© acompresién: 0, = 200 kg/ecm?
a traccion: o7 = 80 kg/cm?
Se pide:
X Fot
_——— e Valor mdximo de ﬂf que puede soportar la
( seceibn, ‘
Fig. 11-28 Resolucion: :

-

La pleza tiene simetria radial, luego cualquier

sistema -de ejes coordenados que elifamos ‘serdn

- principales de inercla. Vamos pues, a tomar como
ejes, en vez de los representados en la figura I1-28,
los vepresentados en la figura I1-29, con lo que
tendremos:

Me= Ml 5 My=0; 14=0

Fig. 11-29

Por otra parte

sl Eﬁo‘djﬂ = 18,846+ 105 omd

Sustituyendo estos valoves en [11-10] resulta:

s y
VL N S
BEM = I e

Vemos que la maxima tension de traceion aparece en A (fig. 11-29) y la mdxima de compre-

sion en B y ademds en valor absoluto, ambas son iguales.

El méximo momento que podra sopoitar la secaidn sin romperse a compresion seria:

[fi|= 200 18,846 - 105

=04 =105
20 94,23+ 105 cm kg

y el mndximo momento que puede soportar la seccidn sin romperse a traccion serfa:

o, i . H
[if] =80 18,846 - 10

= 37,692 105
40 cm kg

El momento que puede soportar la seccidn sin romperse, sera el menor de los dos valores

anteriores, es decir, 37,692 - 105 cm kg.
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Tenemos una barra rigida que estd suspendida por dos cables de igual didmetro @=4mm, y
mddulos de elasticidad son: ££,=2.1:10° MPa y £5,=0.7-10° MPa. La longitud de la barra es de 600 mum
y la de los cables 300 mm. Se considera despreciable el peso propio de la barra. Dicha barra estd

sometica a una carga puntual =500 N,
Calcular la posicién x de la fuerza para que los puntos A y B tengan el mismo descenso.
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k4 E, 300 mm
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